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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 
Актуальность темы. В настоящей работе рассматривается неавтономная нелинейная система дифференциаль-
ных уравнений с параметром. Изучается вопрос существования ненулевых периодических решений системы диффе-
ренциальных уравнений, правая часть которой является  T  - периодической функцией по независимой переменной и 
содержит параметр. 
Теория периодических решений нелинейных систем дифференциальных уравнений была разработана в класси-
ческих трудах А.Пуанкаре и А.М. Ляпунова, Н.Н. Боголюбова, Ю.А. Митропольского. Значительный вклад также 
внесли А.А. Андронов, А.А. Витт, И.Г. Малкин, М.А. Красносельский, В.А. Плисс, Ю.Н. Бибиков, Н.Х. Розов, Е.П. 
Кубышкин, А.Ю. Колесов, А.А. Бойчук, А.Д. Брюно, С.А. Гребенников, Ю.А. Рябов, А.М. Самойленко и другие ма-
тематики. 
Внимание исследователей к теории периодических решений обусловлено потребностью практики, поставив-
шей перед учеными задачу определения условий существования таких решений для нелинейных систем дифференци-
альных уравнений. 
Дифференциальные уравнения широко используются для моделирования процессов, происходящих в экономи-
ческих, физических, химических  и биологических системах, в частности,  теория периодических решений позволяет 
определять условия появления колебательных режимов в этих системах. 
Такое широкое разнообразие применения теории периодических решений вызывает дополнительный интерес к 
более глубокому исследованию проблем существования периодических решений систем дифференциальных уравне-
ний, к поиску методов исследования этих проблем. 
 Несмотря на то, что теории периодических решений посвящено большое количество работ, разнообразие кон-
кретных систем дифференциальных уравнений с параметром способствует развитию новых способов, позволяющих 
доказывать наличие у них периодических решений. Представляется существенным определение условий, при которых 
система дифференциальных уравнений имеет периодические решения особенно в случае, когда матрица системы ли-
нейного приближения зависит от параметра, имеет комплексно-сопряженные собственные значения, действительная и 
мнимая части которых при критическом значении параметра обращаются в нуль. В этом случае нельзя построить тра-
диционным способом, рассмотренным в работах         Н.Н. Боголюбова, Ю.А. Митропольского, Ю.Н. Бибикова, Б.П. 
Демидовича, оператор, который преобразовывал бы периодическую функцию в периодическую. Необходимы методы 
определения условий существования ненулевого периодического решения у таких систем дифференциальных уравне-
ний при новых предположениях относительно свойств ее правых частей. 
 
 
Таким образом, проблема определения условий разрешимости перио- 
дической задачи нелинейных систем дифференциальных уравнений является 
актуальной на современном этапе развития математической науки. 
 
Цель работы состоит в определении условий существования ненулевых периодических решений нелинейной 
системы дифференциальных уравнений с параметром вида  
( ) ( ) ( )
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в предложении, что 
m xÎR , 
p j ÎR , 
l e ÎR , 
q l ÎR , 
s s - R -мерное векторное пространство;  ( ) ( ) , , , , , A X t x m m l j l e - ´ - 
матрицы;  ( ), m e ( ) , , , , t x p j l e F - -мерные вектор-функции;  ( ) , ,0, , 0 X t j l e =  и  ( ) , ,0, , 0 t j l e F = ; матрица  ( ) A l  имеет как   3
нулевые так и чисто мнимые собственные значения при  0 l = , вектор-функция  ( ) m e  обращается в нуль при  0 e = ; 
правые части системы (0.1) определены и непрерывны по совокупности переменных, T - периодические по t . 
Следует отметить, что система обыкновенных дифференциальных уравнений 
( ) ( ) , , y B y f t y n n = + & ,                                         (0.2)             
где  , y f n -  - мерные вектор-функции,  ( ) , n l e =  - параметр, матрица  ( ) B n  имеет комплексно-сопряженные собствен-
ные значения,  в ряде случаев преобразуется к системе вида (0.1). Существует множество различных способов приве-
дения системы (0.2) к системе (0.1). Эти способы рассмотрены в работах Н.Н. Боголюбова, Ю.А. Митропольского, 
Ю.Н. Бибикова, И.Г. Малкина, Д.Ю. Волкова. В частности, система (0.1) может быть получена из системы (0.2) вве-
дением полярной системы координат. 
 
Методика исследования. Для получения достаточных условий существования  T  - периодических решений 
применяется критерий пе-риодичности  ( ) ( ) 0, , , , , , y y T j l e j l e = . Используется утверждение, что для того, чтобы ли-
нейная однородная система дифференциальных уравнений имела ненулевое периодическое решение, необходимо и 
достаточно, чтобы матрица монодромии этой системы имела собственное значение, равное единице. 
Проблема существования ненулевого периодического решения системы сводится к проблеме разрешимости 
операторного уравнения. Исследование операторного уравнения проводится с помощью разложения форм в степен-
ные ряды и метода неподвижной точки нелинейного оператора. Доказательство теорем о существовании ненулевого 
периодического решения системы дифференциальных уравнений (0.1) проводится методом сжатых отображений и 
завершается применением теоремы о неподвижной точке нели-нейного оператора
1. 
 
Научная новизна. К новым результатам следует отнести полученные в работе необходимые и достаточные 
условия существования периодических решений нелинейной системы дифференциальных уравнений с параметром 
(0.1), в предположениях, что  ( ) 0 0 m = , а матрица  ( ) 0 A  может иметь как нулевые, так и чисто мнимые собственные 
значения. 
 
Теоретическая и практическая ценность работы. Полученные результаты работы могут быть использованы 
в качестве основы для новых исследований, а также могут быть применены к исследованию конкретных систем диф-
ференциальных уравнений с параметром, являющихся моделями реальных природных, экономических и социальных 
процессов. 
 
На защиту выносятся следующие положения: 
1. Построение оператора, отображающего множество  ( ) , C d k  во множество  ( ) , C d k , где  ( ) , C d k  - множество 
периодических  вектор-функций. 
2. Определение необходимых условий и достаточных условий существования ненулевых  T  - периодических 
решений системы дифференциальных уравнений (0.1.2) в случае, когда вектор-функция  ( ) m e  обращается в нуль при 
0 e = . 
3. Определение достаточных условий существования ненулевых         T  - периодических решений системы 
дифференциальных уравнений (0.1) в предположении, что: 
 - матрица  ( ) 0 A  имеет нулевые и чисто мнимые собственные значения; 
- правые части системы (0.1) при  0 x =  обращаются в нуль. 
 
Апробация  диссертации.  Результаты  диссертационной  работы  докладывались:  на  заседаниях  научно-
исследовательского семинара по качественной теории дифференциальных уравнений в Рязанском государственном 
университете им. С.А. Есенина; на IV Всероссийской молодежной научной школы-конференции «Лобачевские чте-
ния-2005» в г. Казань; на ΧIII международной конференции «Математика. Компьютер. Образование» в г. Дубна; на 
научной конференции «Герценовские чтения-2006» в г. Санкт-Петербург; на ΧI Всероссийской научно-технической 
конференции студентов, молодых ученых и специалистов «Новые информационные технологии в научных исследо-
ваниях и в образовании» в Рязанской государственном радиотехническом университете; на VII Международной кон-
ференции "Дифференциальные уравнения и их приложения"  в г. Саранск; на Международной научной конференции 
«Современные проблемы математики, механики, информатики» в Тульском государственном университете. 
 
Публикации. По результатам работы над диссертацией опубликовано тринадцать работ, список которых при-
веден в конце автореферата. 
 
Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из  введения, трех глав, разбитых на параграфы, за-
ключения и библиографического списка литературы, включающего 103 наименования. Общий объем диссертации 114 
страниц. 
                                                 
1 Терехин М.Т. Бифуркация периодических решений функционально-дифференциальных уравнений // Известия высших учебных 
заведений. Математика. – №10 (449). – 1999. – С. 37-42. 
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КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
 
Во введении обоснованы актуальность выбранной темы, цель поставленной задачи, сформулирован предмет 
исследования, указаны методы исследования, приведен краткий обзор литературы по теме исследования, раскрыта 
структура диссертационной работы, отмечены положения, которые выносятся на защиту. 
 
Первая глава посвящена определению условий существования          T - периодических решений системы 
уравнений (0.1.2).  
 
В § 1.1 введен класс  ( ) , C d k  - класс T  – периодических вектор-функций  ( ) F t . Дано определение решения сис-
темы (0.1.2) для любой вектор-функций  ( ) ( ) , F t C d k Î  и доказано, что для любой вектор-функции  ( ) ( ) , F t C d k Î  реше-
ние системы (0.1.2) определено на сегменте [ ] 0,T  и удовлетворяет условию Липшица по параметрам. 
 
Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 
( ) ( ) , , , , t x j m e j l e = +F &                                    (1.1) 
при следующих условиях: 
а) 
m xÎR , 
p j ÎR , 
l e ÎR , 
q l ÎR , 
s s - R -мерное векторное пространство; 
б)  ( ) p m e - -мерная  вектор-функция, определенная и непрерывная на множестве  ( ) { } 0 0 :
l d e e d E = Î £ R ; 
в)  ( ) , , , , t x p j l e F - -мерная вектор-функция, определенная и непрерывная по совокупности переменных, T  - 
периодическая по t  на множестве  ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) 0 0 0 0 0 0, ,
p d d d d M = T ´ ´M ´L ´E R   ( ) { } 0 0 0 :
m x x d d M = Î £ R , 
( ) { } 0 0 : ,
q d l l d L = Î £ R 0 0, 0 T d > > - некоторые постоянные числа;                                                                                          
г) на множестве  ( ) 0 d M  выполнено неравенство 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 0 2 0 3 0 , , , , , , , , , t x t x c c c j l e j l e d j j d l l d e e ¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢¢ F -F £ - + - + - где  ( ) ( ) ( ) 1 0 2 0 3 0 0, 0, 0 c c c d d d ® ® ®   при 
0 0 d ® ,  причем  ( ) , ,0, , 0 t j l e F = ,  ( )
0 lim , , , , 0
x t x j l e
® F =   равномерно  относительно    , , , t j l e   на  множестве 
[ ] ( ) ( ) 0 0 0,
p d d T ´ ´L ´E R ; 
д) на множестве  ( ) { } 0 0 :
l d e e d E = Î £ R  справедливо равенство  ( ) ( ) B m e e e = +Q , где  B p l - ´  - матрица, вектор-
функция  ( ) e Q  удовлетворяет условию Липшица по e  с постоянной  ( ) 0 t d ,  ( ) 0 0 t d ®  при  0 0 d ® . 
Пусть  ( ) 0, C d k  - класс T  – периодических по  t  вектор-функций  ( ) F t ,  определенных на сегменте [ ] 0,T , таких 
что  ( ) 0 F t d £ ,  ( ) ( ) F t F t t t k ¢ ¢¢ ¢ ¢¢ - £ -   для любых  [ ] , 0, t t T ¢ ¢¢Î ,  0, d k -некоторые положительные числа. 
Определение  1.1.  Пусть  ( ) ( ) 0, F t C d k Î .  Под  решением  системы  уравнений  (1.1)  при  ( ) x F t = , 
( ) ( ) 0 0 , e d l d ÎE ÎL   будем  понимать  определенную  и  непрерывно  -  дифференцируемую  на  сегменте  [ ] , a b   вектор-
функцию  t t j ® , при любом  [ ] , t a b Î  удовлетворяющую системе (1.1). 
Поскольку вектор-функции  ( ) m e  и  ( ) , , , , t x j l e F  определены и непрерывны, удовлетворяют условию Липшица 
на множестве  ( ) 0 d M , то для системы уравнений (1.1) при любой вектор-функции  ( ) ( ) 0, F t C d k Î  выполнены условия 
теорем о существовании, единственности и непрерывной зависимости решения от начальных данных и параметра. 
Для решения системы уравнений 
( ) ( ) ( ) , , , , t F t j m e j l e = +F & ,                               (1.2) 
определенного  на  [ ] , a b ,  примем  обозначение  ( ) 0 , , , F
t t t j j j l e ® = ,  где  ( ) 0 0 0, , , F j j l e j =   -  начальное  значение, 
0
p j ÎR . 
Из условий г) и д) следует, что при  0 x =  и  0 e =  решением системы уравнений (1.1) является вектор-функция 
0 t j ® º . Тогда на основании теоремы о единственности и непрерывной зависимости решения от начального  
значения и параметра существуют числа  d ,  0 (0, ] d d Î  такие, что для любых  
( ) ( ) , F t C d k Î ,  ( ) ( ) , e d l d ÎE ÎL  система уравнений (1.1) имеет решение  ( ) 0 , , , F
t t t j j j l e ® = ,  ( ) 0 0 0, , , F j j l e j = , оп-
ределенное  на  сегменте  [ ] 0,T ,  непрерывное  на  множестве  [ ] ( ) ( ) 0,
p d d T ´ ´L ´E R   и  удовлетворяющее  неравенству 
( ) 0 0 , , ,
F t j j l e d £  для любого  [ ] 0, tÎ T . 
Для системы уравнений (1.1) ставится задача – определить условия, при которых решение  ( ) 0 , , , F
t t t j j j l e ® =  
системы (1.1) является T  - периодическим. 
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В § 1.2 в предположении, что  ( ) ( ) B m e e e = +Q ,  B - матрица, установлено, что вопрос о существовании  T  - пе-
риодического решения системы уравнений (1.1) сводится к проблеме разрешимости нелинейного операторного урав-
нения. Получены достаточные условия существования ненулевого     T  - периодического решения системы (1.1) для 
любой вектор-функции  ( ) ( ) , F t C d k Î  в случае, когда  rangB p = . 
Заметим, что для того чтобы решение  ( ) 0 , , , F
t t t j j j l e ® =  системы (1.2) было  T  - периодическим, необходи-
мо и достаточно  выполнения равенства 
( ) ( ) ( )
0
( ) , , , , 0
T
t B T t F t dt e e j l e +Q + F = ∫ .                     (1.3)   
Справедлива теорема 
Теорема 1.1. Если  rangB p =  и для системы уравнений (1.1) выполнены условия а)-д), то существуют числа  1 d , 
d  такие, что для любой вектор-функции  ( ) ( ) , F t C d k Î  и любого фиксированного вектора  ( ) 0 l d ÎL  существует зна-
чение параметра  ( ) 1 e d ÎE , при котором решение системы уравнений (1.1)  ( ) 0 , , , F
t t t j j j l e ® =  является  T  – перио-
дическим. 
 
В § 1.3 содержатся исследования по проблеме отсутствия и существования ненулевого  T  - периодического 
решения системы (1.1) при любой вектор-функции  ( ) ( ) , F t C d k Î  в предположении, что  , 0 rangB r r p = < < . 
 
Предполагая, что  в условии д) вектор-функция  ( ) e Q  представима равенством  ( ) ( ) ( )
k
k f o e e e Q = + , где  ( ) k f e - 
вектор-форма порядка  k  относительно вектора e ,  2 k ³ , уравнение (1.3) можно записать так 
( ) ( ) ( ) , , 0
k
k F t B f o g e e e j l e + + + = ,                       (1.4) 
где  ( )
0 lim 0
k
k
o
e
e
e ® = ,  ( ) ( ) ( )
0
1
, , , , , ,
T
F t t g t F t dt
T
j l e j l e = F ∫ . 
Положим  ,0 rangB r r p = < < .  Элементарными  преобразованиями  матрицу  B   можно  свести  к  матрице 
( ) , , colon B O B r l ¢ ¢- ´  - матрица,  ( ) O p r l - - ´ - нулевая матрица.   
Пусть  e e r = , 0 r > ,  , 1 e s s £ > . Тогда система уравнений (1.4) примет вид 
( ) ( ) ( ) , , , 0 F t N e O e h e r r j l + + = ,                         (1.5) 
в котором  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 , , ,
k k k
k N e colon B e f e O e colon o e O e r r r
- ¢ ¢¢ ¢ ¢¢ = = , 
( ) ( ) ( )
1 1
, , , , , , , , F t F t F t k h e colon g e g e r j l j l j l
r r
  ¢ ¢¢ =  
 
,  ( )
0 lim 0 O e
r r
® =  равномерно относительно  ( ) e e s £ . 
Теорема 1.3. Если  ( ) 0 N e ¹  при любом  ( ) 1 e e = , то существует число  0 d >  такое, что для любой  вектор-
функции  ( ) ( ) , F t C d k Î , любого фиксированного  ( ) 0 l d ÎL  в любой окрестности точки  0 e =  имеется множество, для 
любой точки e  которого решение  ( ) 0 , , , F
t t t j j j l e ® =  системы уравнений (1.1) не является T  – периодическим. 
Таким образом, необходимым условием существования  T  - периодического решения системы (1.1) является 
наличие вектора  ( 1) e e
* * =  такого, что  ( ) 0 N e
* = . 
Разложив  ( ) k f e ¢¢  в окрестности точки  e e
* =  по формуле Тейлора, получим  ( ) ( )( ) ( )
2
,
k
k j
j
f e D e e e p e e e
* * * *
=
¢¢ = - + - ∑ , 
где  ( ) D e
*  - значение матрицы Якоби вектор-формы  ( ) k f e ¢¢ , вычисленное в точке  e
*,  ( ) , j p e e e
* * -  - вектор-форма по-
рядка  j  относительно вектора e e
* - . 
Полагая, что e e z
* - = , z s £ ,  0 s >  - некоторое число, 
( ) ( ) , , S colon B D e
* ¢ =   ( ) ( ) ( ) ( )
1 ,
k k k O z e colon o z e O z e r r r
* - * * ¢ ¢¢ + = + + % ,  ( ) ( ) ( ) , 0,0,...,0, , j j P e z colon p e z
* * = , 
( ) ( ) ( )
1 1
, , , , , , , , F t F t F t k h z e colon g z e g z e r j l j l j l
r r
* * *   ¢ ¢¢ + = + +  
 
, имеем систему 
уравнений 
( ) ( ) ( )
2
, , , , 0
k
j F t
j
Sz P e z O z e h z e r r j l
* * *
=
+ + + + + = ∑ % .             (1.6) 
Установлено, что при любой вектор-функции  ( ) ( ) , F t C d k Î  система (1.6) имеет решение во множестве  
( ) ( ) { } 2 : , , 1, z e e z Z e e r r r d
* * * * * K = = + < = Î  ( r  - фиксировано).   6
Теорема 1.5. Если  rangS p =  и для системы уравнений (1.1) выполнены условия а)-д), то существует число 
0 d >  такое, что для любой вектор-функции  ( ) ( ) , F t C d k Î  и любого фиксированного  ( ) 0 l d ÎL  существует значение 
параметра e ÎK , при котором решение  ( ) 0 , , , F
t t t j j j l e ® =  системы уравнений (1.1) является T  – периодическим. 
Далее пусть в (1.6)  1 1 , 0 rangS r r p = < < . Применяя описанную выше процедуру и продолжая этот процесс далее, 
получим либо выполнение условий теорем типа 1.3 или 1.5, либо процесс будет продолжаться неограниченно, в этом 
случае задача о существовании  T  - периодического решения системы уравнений (1.1) не будет разрешима предло-
женным способом. 
 
В § 1.4 приведены алгоритмы, позволяющие определить достаточные условия существования ненулевого  T  - 
периодического решения системы уравнений (1.1) и в случае, когда  0 rangB = .  
 
Во второй главе исследуется вопрос определения условий существования ненулевого  T  - периодического 
решения системы уравнений (0.1) в предположении, что матрица  ( ) A l  имеет собственные значения, которые пред-
ставимы в виде  ( ) ( ) D o g l l l = + , где  D s q - ´ - матрица,  rangD s = . 
 
В § 2.1 поставлена задача определения условий существования  
T  - периодического решения системы уравнений (0.1), установлен вид решения системы (0.1.1).  
 
Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 
( ) ( ) ( )
( ) ( )
, , , , , (2.1.1)
, , , , , (2.1.2)
x A X t x x
t x
l j l e
j m e j l e
 = + 

= +F  
&
&
                  (2.1) 
удовлетворяющую условиям а)-д) (глава I) и условиям: 
е)  ( ) A m m l - ´ - матрица, определенная и непрерывная на множестве  
( ) 0 d L ; 
ж)  ( ) , , , , X t x m m j l e - ´ - матрица, определенная и непрерывная по совокупности переменных,  T - периодиче-
ская по t  на множестве  ( ) 0 M d ; 
з) на множестве  ( ) 0 M d  справедливы неравенства 
( ) A R l £ ,  ( ) , , , , X t x L j l e £ , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 0 2 0 3 0 , , , , , , , , , X t x X t x l l l j l e j l e d j j d l l d e e ¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢¢ - £ - + - + -   ( ) ( ) ( ) 1 0 2 0 3 0 0, 0, 0 l l l d d d ® ® ®  при  0 0 d ® , 
( ) ( ) ( ) 0 A A r l l d l l ¢ ¢¢ ¢ ¢¢ - £ - ,  ( ) 0 0 r d ®  при  0 0 d ® ; 
( ) ( )
0 , ,0, , 0, lim , , , , 0
x X t X t x j l e j l e
® = =  равномерно относительно  , , , t j l e  на множестве [ ] ( ) ( ) 0 0 0,
p T d d ´ ´L ´E R . 
Для системы уравнений (2.1) ставится задача – определить условия, при которых решение системы уравнений 
(2.1) является T  - периодическим. 
Пусть  ( ) 0 , , , F
t t t j j j l e ® = -T  - периодическое решение системы уравнений (2.1.2) при некотором значении 
параметра e . 
Подставив это решение и значение параметра e  в систему (2.1.1), получим систему уравнений вида 
( ) ( ) ( ) , , , , t y A X t F t y l j l e   = +   & ,                               (2.2) 
в которой  ( ) ( ) , F t C d k Î , 
m y R Î . 
Полагаем, что  ( ) , , , F t Y t j l e  - фундаментальная матрица решений системы уравнений (2.2), удовлетворяющая 
условию  ( ) 0, , , , F t Y E E j l e = - единичная матрица. Тогда решение системы (2.2) определится равенством 
( ) ( ) , , , , , , F t F t y t Y t j l e j l e a = ,                                (2.3) 
где  ( ) 0, , , F t y j l e a = , a - некоторый постоянный вектор, принадлежащий мно- 
жеству  ( ) { } : W r r a a = £ . 
Равенство  (2.3)  при  любом  фиксированном  ( ) l d ÎL   на  множестве  ( ) , C d k   определяет  оператор 
( ) ( ) ( ) : , , , F t F t y t l j l e G ® ,  который  любой  вектор-функции  ( ) ( ) , F t C d k Î   ставит  в  соответствие  вектор-функцию 
( ) , , , F t y t j l e , причем неподвижные точки оператора  ( ) l G  являются  T - периодическими решениями системы диффе-
ренциальных уравнений (2.1.1), принадлежащими множеству  ( ) , C d k . 
Таким образом, задача о существовании T  – периодического решения  
системы уравнений (2.2) сводится к задаче определения условий существования чисел  d  и  d  таких, что для любой 
вектор-функции  ( ) ( ) , F t C d k Î  найдется вектор  ( ) l d ÎL  такой, что выполняется равенство   7
( ) ( ) , , , 0 F T Y T E j l e a - = . 
Пусть существует такое число  0 (0, ] d d Î , что при любом   ( ) l d ÎL  матрица  ( ) A l  имеет  s  действительных 
собственных значений  ( ), l g l   1,2,..., l s =  таких, что  ( ) 0 0 l g = ,  1,2,..., l s =  и неособенным линейным преобразованием 
сведена к матрице вида  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { } 1 2 , , ,..., s A diag L l l g l g l g l = , 
где  ( ) L l - матрица, причем фундаментальная матрица  ( ) , L Y T l  системы  ( ) y L y l = &  удовлетворяет условию 
( ) ( ,0 ) L Y T E - - неособенная. 
Установлено, что существует  матрица  ( ) , , , F T Q T j l e , определитель которой отличен от нуля и не зависит от 
( ) , , , , T T F t j l e , такая, что для любого вектора  ( ) l d ÎL , любой вектор-функции  ( ) ( ) , F t C d k Î , матрица 
( ) ( ) ( ) ( )
2
1 ( , , , ) , , , , , , , F T F T ij T Y T E Q T B T F T j l e j l e j l e
*   - × =   , где  
( ) ( ) 11 det , , , , 0 T B T F T j l e
* ¹ ,  ( ) ( ) 12 , , , , ( ) 1 T B T F T m s j l e
* - - ´ - матрица, все элементы которой равны нулю, элементы матри-
цы  ( ) ( ) 21 , , , , T B T F T j l e
*  стремятся к нулю, при  0 d ® ,  ( ) ( ) 22 , , , , 1 T B T F T s j l e
* - ´  - матрица, элементы которой имеют вид 
( ) ( ) ( ) exp 1 , , ,
l
l F T T T g l b j l e - + ,  1,2,..., l s = ,  ( )
0 lim , , , 0
l
F T d T b j l e
® =  равномерно относительно l . 
 
В § 2.2 определены достаточные условия существования ненулевого  T  - периодического решения системы 
(2.1). Задача определения условий существования ненулевого T  - периодического решения системы уравнений (2.1.1) 
для любой вектор-функции  ( ) ( ) , F t C d k Î  сводится к разрешимости нелинейного операторного уравнения. Доказатель-
ство теорем проводится методом сжатых отображений и применением теоремы о неподвижной точке нелинейного 
оператора.  
 
Предположим, что вектор-функция  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 2 , ,..., s g l g l g l g l =  представима в виде  ( ) ( ) ( ) 0 D o g l g l l = + + , где 
( ) 0 0 g = ,  D s q - ´ - матрица,  ( )
0 lim 0
o
l
l
l ® = . 
Тогда наличие ненулевых T  - периодических решений системы (2.2) ставится в зависимость от наличия реше-
ний уравнения 
( ) ( ) , , , 0 F T D o T l l f j l e + + = ,                         (2.4) 
в котором  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1
, , , ln 1 , , , ,..., ln 1 , , ,
s
F T F T F T T T T
T T
f j l e b j l e b j l e   = - - - -  
 . 
Теорема 2.3. Пусть  
1) система уравнений (2.1) удовлетворяет условиям а)-з) (глава I и глава II); 
2) в условии д)  rangB p = ; 
3) вектор-функция  ( ) g l  представима в виде  ( ) ( ) D o g l l l = + , где  D s q - ´  - матрица, вектор-функция  ( ) o l  
удовлетворяет условию Липшица по l  с постоянной  ( ) p d ,  ( ) 0 p d ®  при  0 d ® ; 
4)  rangD s = . 
Тогда существуют число  0 d >  и значение параметра  ( )
* * * , n l e =  такие, что система уравнений (2.1) имеет не-
нулевое T - периодическое решение из класса  ( ) , C d k .  
 
Если в условии д)  ,0 rangB r r p = < < , то согласно рассуждениям, приведенным в параграфе 1.3 первой главы, 
вопрос о существовании T  - периодического решения системы сводится к разрешимости системы уравнений 
( ) ( ) ( )
2
, , , , 0
k
j F t
j
Sz P e z O z e h z e r r j l
* * *
=
+ + + + + = ∑ % ,                (2.5) 
где  z e e
* = - ,  ( ) ( ) , , S colon B D e
* ¢ =   rangB r ¢ = ,  ( ) D e
*   -  значение  матрицы  Якоби  вектор-формы  ( ) k f e ¢¢   в  точке  e
*, 
( ) , j P e z
*  - вектор-форма порядка  j относительно вектора  z . 
Теорема 2.4. Пусть 
1) система уравнений (2.1) удовлетворяет условиям а)-з) (глава I и глава II); 
2) в системе уравнений (2.5)  rangS p = ; 
3) выполнены условия 3) и 4) теоремы 2.3. 
Тогда существуют число  0 d >  и значение параметра  ( )
* * * , n l e =  такие, что система уравнений (2.1) имеет не-
нулевое T - периодическое решение из класса  ( ) , C d k .   8
Если в условии д)  0 rangB = , то согласно рассуждениям, приведенным в параграфе 1.4 первой главы, условие, 
при котором решение  ( ) 0 , , , F
t t t j j j l e ® =  системы уравнений (2.1.2) является T  - периодическим, состоит в том, что 
вектор e  должен определять решение системы уравнений 
( ) ( ) ( )
2
, , , , 0
k
j F t
j
Rs p s O s s z r z y r j l z
* * *
=
+ + + + + = ∑ ,          (2.6) 
в которой  , 0 e rz r = > ,  s z z
* = - ,  ( ) ( ) k R D f z
* =  - значение матрицы Якоби вектор-формы  ( ) k f z , вычисленное в точ-
ке z
*,  ( ) , j p s z
*  - вектор-форма порядка  j  относительно вектора  , s   ( ) ( )
1
, , , , , F t F t k g y r j l z j l z
r
= . 
Теорема 2.5. Пусть 
1) система уравнений (2.1) удовлетворяет условиям а)-з) (глава I и глава II); 
2) в системе (2.6)  rangR p = ; 
3) выполнены условия 3) и 4) теоремы 2.3. 
Тогда существуют число  0 d >  и значение параметра  ( )
* * * , n l e =  такие, что система уравнений (2.1) имеет не-
нулевое T - периодическое решение из класса  ( ) , C d k . 
 
Третья глава посвящена определению достаточных условий отсутствия и необходимых условий существова-
ния решения уравнения (2.4) для любой вектор-функции  ( ) ( ) , F t C d k Î  в достаточно малой окрестности нулевого ре-
шения. Получены условия существования ненулевого  T  - периодического решения системы уравнений (2.1) в пред-
положениях, когда  rangD r s = <  или  0 rangD = . 
В § 3.1 изучается случай, когда  rangD r s = < . Построено операторное уравнение такое, что при любой вектор-
функции  ( ) ( ) , F t C d k Î  его решением является параметр, при котором система уравнений (2.1.1) будет иметь ненуле-
вое  T  - периодическое решение. Предложен алгоритм нахождения достаточных условий существования ненулевого 
T  – периодического решения системы уравнений (2.1). 
 
Предположим, что  ( ) ( ) ( )
k
k D b o g l l l l = + + , где  ( ) k b l  - вектор-форма порядка  k  относительно вектора  l , 
2 k ³ . Тогда уравнение (2.4) можно записать так 
( ) ( ) ( ) , , , 0
k
k F T D b o T l l l f j l e + + + = ,                          (3.1) 
где  ( )
0 lim 0
k
k
o
l
l
l ® = ,  ( ) 0 , , , F
t t T j j j l e = - - периодическое решение системы (2.1.2) при некотором значении параметра 
e . 
 
Пусть , 0 rangD r r s = < < .  Элементарными  преобразованиями  матрицу  D   можно  свести  к  матрице 
( ) , , colon O r q ¢ ¢ D D - ´  - матрица,  ( ) O s r q - - ´ - нулевая матрица. 
Введем замену переменных  u l r = ,  0 r > ,  2 u s £ ,  2 1 s >  - некоторое число.  
Учитывая, что  ( ) ( ) ( ) , k P u colon u b u ¢ ¢¢ = D ,  ( ) ( ) ( ) ( )
1 , ,
k k k O u colon o u O u r r r
- ¢ ¢¢ =  
( ) ( ) ( )
* 1 1
, , , , , , , , , , F T F T F T k u colon T u T u f r j e f j e f j e
r r
  ¢ ¢¢ =  
 
, система уравнений (3.1) примет вид 
( ) ( )
* ( ) , , , 0 F T P u O u u r f r j e + + = ,                             (3.2) 
причем  ( )
0 lim 0 O u
r r
® =  равномерно относительно  2 ( ) u u s £ . 
Теорема 3.1. Если  ( ) 0 P u ¹  при любом векторе  ( ) 1 u u = , то существует число  0 d >  такое, что при любой 
( ) ( ) , F t C d k Î  в любой окрестности точки  0 l =  имеется множество, в котором нет ненулевых решений системы (3.1). 
Таким образом, необходимым условием существования ненулевого  
решения уравнения (3.1) является наличие вектора  ( 1) u u
* * =  такого, что  
( ) 0 P u
* = . 
Разложив  ( ) k b u ¢¢   в  окрестности  точки  u u
* =   по  формуле  Тейлора,  получим 
( ) ( ) ( )( ) ( )
2
,
k
k k j
j
b u D b u u u p u u u
* * * *
=
¢¢ ¢¢ = - + - ∑ , где  ( ) ( ) k D b u
* ¢¢  -значение матрицы Якоби вектор-формы  ( ) k b u ¢¢ , вычисленное в 
точке u
*,  ( ) , j p u u u
* * -  - вектор-форма порядка  j  относительно вектора u u
* - .   9
Введем  замены  переменных  u u c
* - = ,  3 c s £ ,  3 0 s >   -  некоторое  число,  ( ) ( ) ( ) , k L colon D b u
* ¢ ¢¢ = D , 
( ) ( ) ( ) , 0,0,...,0, , j j P u colon p u c c
* * = ,  
( ) ( ) ( ) ( )
1 ,
k k k O u colon o u O u r c r c r c
* - * * ¢ ¢¢ + = + + % ,  
( ) ( ) ( )
1 1
, , , , , , , , , , F T F T F T k p u colon T u T u r j c e f j c e f j c e
r r
* * *   ¢ ¢¢ + = + +  
 
, получим  
систему уравнений 
( ) ( ) ( )
2
, , , , 0
k
j F T
j
L P u O u p u c c r c r j c e
* * *
=
+ + + + + = ∑ % .           (3.3) 
Теорема 3.2. Пусть 
1) для системы уравнений (2.1) выполнены условия а)-з) (глава I и глава II); 
2) в условии д)  rangB p = ; 
3) вектор-функция  ( ) g l  представима в виде ( ) ( ) ( )
k
k D b o g l l l l = + + , где  rangD r s = < , вектор-функция 
( )
k
o l  удовлетворяет условию Липшица по  l  с постоянной  ( ) p d ,  ( ) 0 p d ®  при  0 d ® ; 
4)  rangL s = . 
Тогда существуют число  0 d >  и значение параметра  ( ) , n l e = % % % такие, что система уравнений (2.1) имеет нену-
левое T  - периодическое решение из класса  ( ) , C d k . 
 
Замечание 3.1. Если в системе уравнений (2.5)  rangS p =  (аналогично в системе уравнений (2.6)  rangR p = ) и 
для системы уравнений (2.1) выполнены условия 1), 3) и 4) теоремы 3.2, то утверждение теоремы 3.2 остается 
справедливым. 
 
Если  1 1 , 0 rangL r r s = < < , то, продолжая этот процесс далее, получим либо выполнение условий теорем типа 3.1 
или 3.2, либо процесс будет продолжаться неограниченно, в этом случае задача о существовании T  - периодического 
решения системы уравнений (2.1) не разрешима предложенным способом. 
 
В § 3.2 найдены достаточные условия существования ненулевого       T  - периодического решения системы 
уравнений (2.1) и при условии, что  0 rangD = .  
 
В § 3.3 теоретические результаты применяются к исследованию математической модели биологического про-
цесса, модели химической реакции и модели социально-политического управления в отдельно взятом регионе.  
 
 
В диссертации рассмотрены примеры как теоретического, так и прик- 
кладного характера. 
 
Автор выражает искреннюю благодарность доктору физико-математических наук, профессору М.Т. Терехину 
за постоянное внимание к работе, всестороннюю поддержку и помощь. 
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